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K e s a m e n , 
E N el presente trabajo se desarrolla un metodo de calculo del empuje que produce sobre un 
muro una carga situada sobre un terreno adyacente 
a dicho m u r o . 
Por medio de hipotesis fisicas sencillas, se llega 
a resultados que parecen diferir de los obtenidos 
experimentalmente en margenes tolerables, dentro 
de la aproximacion normalmente usada en los 
calculos. 
Se incluye una generaHzacion para dos muros 
iguales y paralelos, fundada en un artificio ana-
logo al empleado en Aerodinamica, para estudiar 
la interferencia entre las paredes y el modelo en los 
ensayos en tunel aerodinamico. 
Finalmente se presenta una famiUa de curvas 
adimensionales que dan el empuje para sobrecar-
gas geometricamente semejantes, situadas a diferen-
Lts distancias del muro . Familias de este tipo pue-
den ser de gran util idad, ya que se ha comprobado 
que, para los pesos y presiones de inflado usuales, 
las huellas de las ruedas de diferentes aviones son 
geometricamente semejantes. 
Estas familias podrian servir para un ulterior 
in Lento de obtencion de formulas aproximadas de 
mas facil aplicacion. 
Supongamos que se trata de un paramento liso, 
vertical, en contacto con tierras escurridizas y poco 
compactas. 
El problema que t ratamos de resolver consiste 
en encontrar un sistema de tensiones en el terreno 
que, equil ibrando las fuerzas exteriores y cumplien-
do las ecuaclones diferenciales de equilibrio de la 
teoria de la Elasticidad, verifique las condiciones 
de contorno de nuestro caso particular. 
Dichas condiciones de contorno son: a), fuer-
za cortante nula en la superficie del terreno; b), 11-
bre resbalamiento de este a lo largo del paramento, 
que se traduce en fuerza cortante nula en el p iano 
del muro . 
E n la hipotesis de terreno pcrfectamente elas-
tico las ecuaciones de equilibrio son, como sabe-
mos, diferenciales lineales; podemos, por tan to , su-
perponer soluciones ya conocidas, con el fin de 
obtener una combinacion lineal de todas ellas que 
cumpla las condiciones de contorno de nuestro pro-
blema. 
Po r medio de una ingeniosa superposLcion dc 
soluciones, BOUSSINESQ encontro una solucion que 
cumple la condicion de contorno a). Para ello con-
sideraba el estado de tensiones producido por una 
fuerza situada en un medio infinito y el estado de 
tensiones debido a una distribucion uniforme de 
centros de presion a lo largo de la linea de accion 
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de la fuerza, en un segmento de longitud semiinfi-
nita a partir del punto de aplicacion de la fuerza. 
Sumando ambas solicitaciones y expresando la anu-
lackm de Ja fuerza cottante en el piano normal a la 
fuerza que pasa por su punto de aplicacion, obtuvo 
la distribucion de esfuerzos en un terieno por la 
accion de una carga vertical (Ref. i, 2 y 3) . En 
coordenadas cilindricas los esfuerzos son: 
. ,>-£-[<I -M[^--^+*>- '<»]-
„, = -!£.*<*+*r*. 
Z 1c 2TT 
(i __
 2 ^ r—^H A ( r f+ 2 . j - i* + 
L r2 r' 
- fz( / *H-* 9 ) - 3 / 2 j . 
2 TC 
En coordenadas cartesianas rectangulares ffigu-
ra 1), teniendo en cuenta que: 
^ = x
s
 -f y3; sen 0 = j> (x8 + y») ~ ]l2; 
a„ coss 8 + a H sen-cos 0 = x ( x 3 + y = r 5 / 2 ; < 
3 = <sr sen-1 8 f- a„ cos3 fi; T X y = — (a r — a f l ) sen 2 9; 
T « = 
T . 
cos 
T = 
results: 
a„ = 
2TT xs -f y* fd-2,)[-^ 
(x> + }»= + z«) ^  j>- + *2 ' (^-hys+^)3 / 2J 
J
 2* x2+y3 |_ [ X« + ^  
x — j ^ zx~ 
(xa -r ya + 2-)l/2 *2 + ^ 2 (x- + y* -\ z3}3/2 
(* + ,.
 h2f/2 J' 
2z 
(.v3 + y2 + z2)!/2 *3 + y2 (x3 + y3 + z3)3/2 
3z(x3+y3) I 
(x3-hy2 + ^3)5/2 J 
3 P (x3 + y*) z3 
] -
1
 j cz -
T = -1
 y z 
2x 
2* 
3 P 
x(x3 + y2 + Z2)5/2 ' 
{X= + >*) Z2 
7 (.va + y2 + 2!)5/2 ' 
z3 
2* rs _ l _ v 3 - U 72\5/2 J'H-z8)3 
Supongamos la carga P aplicada en el origen 
de coordenadas y que el muro de contencion puede 
ser representado por el piano de ecuacion x = — a. 
Si por superposicion de diferentes estados de carga 
obtenemos una solucion tal que, para x — — a, 
T — T' o, el dominio del esoacio definido 
por z ^ o y x ^ — a repiesentara el terreno elas-
tico, limitado por un muro de contencion, de nues-
tro problema. 
Pero obse'rvese que si consideramos (fig. 2) un 
estado de carga ficticio, "imagen" o simetrico del 
+ 7S 
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real P respecto al piano x — — a, y lo superpone-
mos al dado, por simetna en el muro T_ry = 
— ^ Txz — o. Las fatigas correspondientes al es-
tado "imagen" tendran expresiones analiticas ana-
logas a las anteriores, sin mas que poner en estas 
2 a -\- x en vez de x. 
El empuje sobre el muro por la accion de la 
carga concentrada P a distancia a valdra, superpo-
niendo ambos efectos: 
Una prjmera inlegracion nos permite poner: 
siendo: 
ML -\- a r r-
<P<P)=f \0-2v) 
• ' a — a.*- L 
3-+3 y l-P 
o,-, = -
it ia"+y%) L Lo* 
z 1 zX ' f y + P) 
2 j ' 2 — a 2 
iJ
ry* 
z yz 
2 z Xn- (y + fs) 
<X* + z«)MX* + 0> + P)»+zI) 1/2] 
rfX. 
(o2 + y" -\- z5)]/2 y* + a"~ (a3 + ya + z3)3/2 J 
3 z a2 (a8 + y') "I 
(a3 + y3 + 23>5/2 J 
El signo — se debe a que estamos considerando 
esfuerzos sobre el muro y no sobre el terreno adya-
cente. 
Carga uniform em en te distribmda sobre 
un area rectangular de tados 2 a, 2 (3, 
Si en vez de una carga P aplkada en el origen 
tenemos una p d xlt d t/j aplkada en el punto 
A'I t/i, el esfuerzo en el punto (-— a; y; z) del muro 
valdra: 
Integrando de nuevo y agrupando convenientemen-
te los di versos terminos, obtenemos como expre-
sion del esfuerzo sobre el muro: 
*x = — 1(1 - 2 v) Wi («; P) - '!i <- «i P> - <h («; -- P) + 
X 
+ +. ( - «; - P)l + H*> («; P) - <!* <*; P) - fc («; P) - f 
+ 4<3 ( - «; - P)]. 
Siendo: 
(j), (a; £) = arc tg -i—i-J- -j-- arc tg 
a-\-a 
z 
7+P 
d ax ~ — 
p d x, d y 
r (a+x,)3+0> 
z 
J [(l-2v-)[. f a + *i)S 
-J>i)2L l (a+* , ) 8 
•(J'-J',)* 
+ 0'~3'1)3 
( J ' - y i ) I - ( a + x1)2 
<{<2 (a; P) -
— arc tg 
[{a 4- «)t 
y+P 
(fl + «) (y + P) Z 
23]l(*+«)s+0'-r-P)3+^] 
a - j - a 
1/2 
[(a + «)« + C 4- P>3 -h &]m 
[(a + x,)2 + (y - ?i)2 + z«I,/2 (y - *)•+(«+*i) J 
[{a + x1)'-+(y-yi)*+z*fi2 
1 .... 32(Q+X, 
J [(a + x,) 1 + (3 ' - J ' i ) 3 +^ ] 5 / 2 . studio ae la estuerzos s 
donde j ^ varia de — aa-\- a, e t/i de •—• ,8 a + /?• 
El efecto de toda la carga repartida sobre la "hue-
11a" rectangular sera: 
Hagamos los cambios de variables j y ~~-J;i = ^ (• 
( a + Xi = X ]' 
resulta entonces: 
* ./ f l-« Jv4-3L "L(X« + Y«)t 
Prescindiendo de las caracteristicas mecanicas 
generales de los terrenos, que tendremos en cuenta 
mas adelante, vamos a hacer un estudio critico del 
resultado obtenido en algunos casos sencillos. 
Es conveniente observar que debe considerar-
se unicamente la determinacion principal (entre 
JL y j de las funciones arc tg al variar y des-
de 4" °° a •— ° ° • 
YE —X2 
+ 
2 Y1* 
(X* 4- Y* 4- * V 2 <Xa + Y3)2 {X* + Y» 4- z^f1 
X«z 
i." Para z = o: 
<]»! («; p) = arc tg -^J"-^-, <h («; P) 
r + 
x^  + Y»'| {X3 + Y3 4- 23}: 5/2 rfY. 
La distribucion de esfuerzos sobre la parte su-
perior del paramento es de la forma: 
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Figura 3. 
- £ - ( ! - 2 IJ) | arc tg y y — p 
• - — arc tg -
a + a a + a 
— arc tg — - + aic (g 
0 - a j 
Esta formula admite una representscion gra-
fica sencilla, que resulta de expresar la tension en 
cada p u n t o como cantidad proporcional a la dife-
rencia de angulos bajo los que se ven los limites 
de la "huella" desde el p u n t o considerado (fig. 3 ) . 
Resulta, por t a n t o : 
ox = - - £ - ( ] - 2 V) [-r, - T s ] . 
Como sentido posit ivo de los angulos y toma-
mos aquel en el que un observador, caminando so-
bre el m u r o de ( / = -f 00 hacia y = — 00- viera 
a su frente los segmentos A B y D C de la figura 3 . 
Vamos a representar en el p iano a^', y, la fa-
milia de curyas con tres parametros: 
A(!_2rtraretgz±i 
r. [ a-\- a 
— arc tg • -f arc 
a — a 
— arc tg 
a -4- a 
a~ « J' 
Con las limitaciones fisicas a ^ « > o y / ? > o , 
a-, se anula para y — =t ]/ ^2 _j_
 a2 a2, siem-
pre real, y para pun tos infinitamente alejados del 
p u n t o de aplicacion de la carga. 
Para y — o; 
ox = - ^ - { i - 2 ( , ) r a r c t g aic tg 
a — a. J 
expresion que nos muestra que el esfuerzo sobre la 
pared en la proximidad de la carga es de compre-
sion. 
Los puntos correspondientes a valores extie-
males de vx vienen dados p o r : 
y =0e y \ia'1 -f pa — </B ± 2 V (oa - «-) {az ^ I<s~ a3) 
Ademas de y = ± 00 que corresponden a esfueizos 
nulos. 
Con estos datos podemos ver que-
a) Si (a2 + £ 2 — « 2 ) 2 > 4 («J ~ <*J) (a'" + 
_j_ ^i ' — Q.^ ) o, (o que es lo misnio, si fl2 > 3 (a2 -— 
— ff2), existen cinco puntos extremales a distancia 
finita; 
5) Si ft2 = 3 (a2 — a 2 ) , tres de dichos pun-
tos coinciden en el eje 1/ = o. 
c) Si y3- < 3 (a2 •— a2) , dos se hacen imagina-
rios. 
Podemos recoger los diferentes casos en una fi-
gura, en la que, ademas, hemos tepresentado el caso 
l imite a := a. 
E n estas figuras observamos que trabaja a com-
preslon una zona del muro vista desde la carga bajo 
un angulo p rox imo a go0 . Fisicamente se compren-
de que el resto no esta solicitado, pues si el terreno 
trabaja a compresion no puede transmitir esfuerzos 
de extension al muro . 
Vemos tambien que si la carga es tangente al 
muro , la solucion matematica presenta discontinui-
dades incompatlbles con la realidad fisica. 
El hecho de que para z = o exista una zona 
de paramento no soVicitada se explica facilmente 
teniendo en cuenta la distribucion de tensiones pro-
ducidas por una carga en un medio semiinfinito 
(solucion de BOUSSJNESQ). Suponiendo para mas 
sencillez el caso de carga concentrada, vemos que 
para z = o : 
P 1 
{ 1 - 2 v) - i -2x 
2 i c 
(1-2V) 
o en coordenadas cartesianas: 
[1 - 2 t 0 
1% 
x
z
 — y* 
que nos muestran que el esfuerzo o-, es de exten-
sion unicamente en la zona x2 — y2 > o, luego 
cualquier muro de contencion perpendicular a 0 x 
que limite el terreno se vera solicitado solamente en 
dicha zona . 
Las discontinuidades en la distribucion de es-
fuerzos para a = a se explican facilmente debido 
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a que matematicamente la carga distribuida se apli-
ca en un rectangulo de forma que, al atravesar sus 
fronteras, la carga desaparece bruscamente, lo que 
no ocurre en la realidad, pues la desaparicion del 
efecto de la carga es gradual. 
Si aislamos dos elementos adyacentes al muro 
(figura 4) separados por un p iano vertical fronte-
ia de la carga y establecemos el equilibrio, explica-
remos claramente la presencia de Ja discontinuidad. 
En efecto, los esfuerzos cortantes son nulos en 
las caras 1 y 2 por pertenecer al muro, en la cara 
hor izonta l superior del elemento 2, por coincidir 
con 3a superficie del terreno, y en las restantes ca-
ras de dicho elemento, por la reciproddad de los 
esfuerzos tangenciales. Par t iendo de la cara 1 y de 
la contigua al elemento 2, demostramos que sobre 
el elemento diferencial 1 no existen tampoco fuerzas 
cortantes. Las solkitaciones sobre los cubos se re-
ducen a las indicadas en la figura, en ia que se ha 
prescindido de infinitesimos de orden superior. 
E n el cubo 1, comprimido por la carga verti-
cal p, habra esfuerzos <rvi y o-^ que. logicamente, 
son de compresion. 
E n el cubo 2, para z = o, la componente ver-
tical de la deformacion es nula ; resulta, por tan to , 
que (r r2 4- Cy2 = IT-,2 + o-3l = o; luego o-^ repre-
senta una extension, siendo patente la discontinui-
dad de ax. 
Matematicamente se puede comprobar que, para 
a =• a, las funciones variacion de cargas con yt y 
distribucion de esfuerzos sobre el muro , para z = o, 
prescntan discontinuidades del mismo orden en 
A manera de ejemplo, y con el fin de no com-
plicar excesivamente los calculos, vamos a limitar-
nos a la carga prismatica de la figura 5, 
El empuje sobre el muro producido por una 
carga p d h uniformemente distribuida sobre el rec-
tangulo de lados 2 a; 2 —~— (3, vale: 
dox=dh -£-(] - 2 | J ) arc tg 
/ - h 
, ; - h , 
y -j — p 
a-\-ti 
I- h , 
y + 
— arc tg / 
a - j - a 
arc tg 
a — a 
y — 
1 -ft 
a — a • 1 
I uego: 
ax = -^-(\ ~2y) j j a r c i g r.l 
l - h 
I 
ai t tg 
/ - h 
I 
a + a 
I - h y + 
a -\- a 
-|- arc tg • 
•— arc tg / 
a — a 
y- —— P 
a — a 
dh, 
l — h 
y con el cambio de variable— ft = H resulta: 
...i.-.H-tfl,,.'-" S.[ 
y-H 
a - j - a arc tg 
a - j - <j 
arc tg y-n tf H = 
Figura 4. Figura 5. 
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0> 
fi2<3(a?~o<') fi2=3(a*-c<2) /3*>3(a*-o<- a = & 
Figura 6, a. Dislribucion de esfuerzos sobre el muro 2 — 0. 
.<r* 
(.f'ty)Z%+r.y2 
Figura 6, b. Dislribucion de esfuerzos sobre el muro Y = 0. 
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= ^ - ( 1 - 2 , 0 - ^ L\ (y+P)["arctg y + 
a -f a 
tg X ± _ L | 4- (y - p) Tare tg -2 2-
— aic tg -^ £- ] +2yarc tg —•V— - 2 y arc tg y 
a — a ] a — a a + « 
a - a 
o-f-a 
1 + 
a — a fl — a 
1 + 
1 4 - 1 — ' — 
a — o. 
log a — a 
1 + 
log 
yJJ-
fl + c 
1 + 
1 + 
1 + 
a + rj 
log 
y 
a — a 
a - f a 
1 + y 
a -f-« 1 
que, como facilmente se comprueba, es conlinua, 
pero con p u n t o anguloso para y = ±/? a = a. 
E n general, de la figura 4 resulta evidente que 
si el salto de presiones, al atravesar el contorno de 
la buella es infinitesimo de orden n, el salto corres-
pondiente de tensiones sobre el muro es del mismo 
orden cuando menos. 
Conviene observar que, para Z — o y cuales-
quiera que sean x e y, es <TX -\- <ry = o, luego la su-
perfine hor izonta l del terreno no sufre deformacion, 
salvo en la zona de apHcacion de la carga. 
2.0 Para y ~ o, la d is t r ibudon de esfuerzos so-
bre el paramento es de la forma: 
o . = - ^ - T ( i - 2 n ) | a r c t g UL 
a + ". 
P 
a — a 
4- arc tg a 4- >j 
— aic tg a - a 
' l P [{a - a)- + ps + z8]W2 
(fl + «}pz 
I ( a _|_ a )s _|_ 2sj [ ( 0 4- ff)- + pi + z*]'/2 
a 4- a (a — a) p z 
arc tg 
[(fl + a )2 + p2_L_z3]l/2 [ ( t f „ a ) ! + ^ ] [ ( f l _ f f ) , + p + 2 , ] 1 « 
a — v 
-\- arc tg 
l(«-«)2+P3+^l1/2 
E n la figura 6 £ tenemos representada la variacion 
de a-x con Z, para ,0,4=0,5. Los terminos depen-
dientes de /j. decrecen al aumentar z, mientras que 
los independientes presentan un max imo para un 
valor de Z que es funcion de a, a J ft 
3. 0 Para y ~ ± ,8: 
°
x
^ —W-ztiU^tg-2^ arc tg - —1-— 
o 4- a ^ — f 
+ arc tg 
— arc tg 
a-\- v 
_ _ _ 
a — a 
[<0 + a)3 + (2P)3 + z-j , /2 
+ L [(«+*: 
4- arc tg 
2 P [(a - a)"- + (2 p)« + z2]]/2 
(a + «) 2 p z 
i" + 2»J[(flf «)'+(2p)»4-2»]1/2 
2p g-|-« 
2 ' [ ( f l4a}l4{2p)H2 1) l / 2 
{a - a.) 2 p z 
2p a - a 
— arc tg 
(a - «)= + (2 P)» 4 221 1/2 ]] 
que es igual a la distr ibution de esfuerzos en el 
piano y = o para un rectangulo de lados 2 a; 4,8 
y carga — por u m d a d de area. 
ieneraHzacion al caso de doi 
y pa ra le los . 
Consideremos una caiga P situada entre dos 
muros, 1 y 2 (fig. 7 ) , iguales y paralelos. Supon-
gamosla suficientemente grande, de forma que de 
empujes apreciables en uno y o t ro . 
La condicion de libre resbalamiento en 1 y 2 
nos obliga a introducir P i y P 2 , respectivamente. 
Ahora bien, si P es suficientemente grande, la ac-
cion de P i sobre 2 no sera despreciable; debemos 
introducir la carga P i 2 para anular la fuerza cor-
tante en 2. De la misma forma introduciremos 
P 2 i , prosiguiendo indefinidamente el proceso mien-
tras no podamos, dentro de la aproximacion de-
seada, anular las fuerzas cortantes en los muros 
1 y 2. 
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El estudio anteriormente realizado es valido 
para cualquier medio elastico en contacto con un 
muro rigido, no habiendose hccho ninguna h ipo-
tesis sobre las propiedades mecanicas del terreno, 
salvo el resbalamiento a lo largo del m u r o . 
Diversas experiences realizadas para la medi-
cion del modulo de POISSON de un terreno (Ref. 4 ) , 
parecen indicar que, ai menos en las proximidades 
de la superficie del terreno y del muro , la defoima-
cion se presenta a volumen constante, es decir, para 
un valor de n = 0,5, con lo que la expresion del 
esfuerzo sobre el muro toma la forma: 
cion de una carga sobre el terreno. Pa ia ello uso un 
m u r o de contencion de ho rmigon de 2 ,10 m, de 
altura por 4 ,50 m. de longi tud , en contacto con 
un relleno de grava, la carga la h izo por medio de 
un camion elevado con u n gato y colocado a dis-
tancia a variable, las mediciones se hicieron en estado 
seco y humedo, comprobandose que los esfuerzos 
maximos se presentaban en el p i a n o y = o Expe-
r i m e n t s similares a los de SPANGLER fueron he-
chos en 1929 por G E R B E R en Suiza. 
E n la figura 8 comparamos las mediciones de 
SPANGLER con los resultados obtenidos ; el acuer-
do es mejor para carga p rox ima a la pared que a 
gran distancia, y los resultados son conservatives. 
.a,p)-<M«;-P) + <M-°;-
siendo: 
fc (a, ?) = 
ai e. 
te ca rg j 11 av ion en es t ac 
(a +«) {y + p) z 
[(a \- «)* + z*] [(a + of h (y + ?)' + z*Vft 
v 
arc tg — 
La superficie de contacto del neumatico de una 
lueda de avion con el suelo es aproximadamente 
una elipse cuya area depende de la presion de in-
flado y de si la carga sobre el suelo actua de una 
manera estatica o dinamica (Ref. 1 ) . 
De los resultados obtenidos en diferentes ex-
E n el ano 1938, M . G. SPANGLER (Ref. 4) rea- penencias efectuadas por las fabricas de neumaticos 
lizo, en el Iowa State College, diferentes medicio- se puede deducir que, en esta elipse, el eje mayor 
nes del empuje que sufria u n muro por la aplica- es, aproximadamente , 2 ,35 veces el menor, temen-
[ ( a + *)= + ()> [_?)» J-22| l /2 
Figura 8. 
0 020 O 00/0 0 020 0 
Presion normal en kg/cm2 
Curva teorica. _______ 
Curva experimental. 
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a m<>-
n-!'H4 ex 
do este u l t imo un limite que es el ancho de la rueda, 
pasado el cual solamente aumenta el eje mayor 
cuando se aumenta la carga. Con esta hipotesis los 
calculos son practicamente inabordabies, por lo que 
susti tuimos esta superficie de carga por otra rectan-
gular, en la que el lado menor es igual al eje menor 
de la elipse, siendo las areas iguales en uno y ot ro 
caso. Resul tando, por t a n t o : 
P 
4 
Si hacemos: 
a = m <J; Z = 
1,84. 
Y = y 
podemos poner la expresion del esfuerzo sobre el 
muro en forma adimensionaL 
En particular para Y — o: 
Ox 
P 
1,84 (m + I) Z 
* I- [(m + 1)> -4- V\ \{m f 1)" + 3,40 + T^1 
1,84 (m - 1)Z _ ^ ^ ^ _ 
\{m - l ) s -}- Z«] \{m - l)^ + 3,40 + Z^x'2 
- arc tg 
+ a ic tg 
1,84 ( m + i) 
Z[(m-t-l)« + 3,40 + Z*]1'2 
1,84 (ffl - 1) 
Z[(m - l) s + 3,40 + Z*|1/2 ] • 
E n el grafico ad j un to indicamos valores de 
a,. i o o — para cinco valores distintos de m y Z , va-
P 
riando entre o y I O . 
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